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二 時間 グ リー ン函 数 oj理 論 とそ の応 鞘 (勘
松 原 武 生-(京大理 )
.q8 億 函数の方法
昌4,35にあげ た例 題中の計算を孝 しく追うで見た人な らば ,多 くのごま
か しがな されてい▲ることに気づかれるである･う､Q 実擦 ,最 後のもつともな結果
に到着す るまでに ,い くつもの迷い道があ り ,近似を虐める程 このことはひど
(穿って ,あいまいさの変合が増 して (る:3 寄次のグ '1-ン函数を低次のグ 7)
一打 歯数に 分解す る〝dCCOuPling 揖方法にL,一般的/-A:原題 を見 出す ことが
′
大牢望ま.しい ｡ この節に述べ る二時間ダ リ-ン函数uj母函数の方法は ,面轡な
高次グ リ ーン函数の decoLIPling を系統化すると共に ,グ リ ーン函琴oj近似
法に何 らか uj原蓬 を見出そ うとする-つの試みである｡
くり 簡単な モデル
話をできるだけ明快にす るために ,単純な モデルについて詳 しい議論をする 0
1滴 (D電子がエ不jL/ギーa'o 'Jj準位にあって ,多数の調和霧 子と接触 し ,時間
的に変動す るポテンシアJL/を感 じてい る場合を考え ,電子揖エネルギ ー毒筆位の
ぼけを問題にするO- シル/トニアンと しては次oj形を仮定する :
Ll - 払o a十a+ - i:'症 jk+ ダfk'bk+宛十)a+ ali' (8.1)
a十 ,a は電子の演算-T ,bk+,鯨 まk番目の振子の演算子で ,簡単L･J:)ためす
べての政子は同 じ振動数Wをもっ と したが ,こlj制限を除 くことは容易である o




二時間グ リー y 函数
うに ･そのゆ らぎの大 きさ(例えば <B2> ア測 られる )とゆ ちぎ の速 さ
(例えばWで測 られ る )の大 小毒娼係によって
(i)slow modulation ;W ≪ Ig > な らばa'Oの閏りの巾 <B2>
のガ ウス分布 (占.5)
(i) fastmodulatioil ;W≫ <B2>な らば シャープな wo一準 位
となる ことが物理的に期待 され るO この問題をグ l)-ン函数法で解 くには
G(CJj･)- - a :a十 ≫ a. (614)
を求めその虚数部分 (状態密度 )をa,Oj函数と-して計算すればよい O (8.1)






L芸 ･-･wB+ 2 f 2 a十 a
が得 られる ｡ 但 し
f三宮fk2
従って G(a))に対する方程式は
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Gnm(W)･-- CnBTna : a十> (8.8)
すると (8.6)を逐次用い a2- 0紅注意す ると次 の形の方程式の鎖がっ く
られ る｡
a)G(a))- 1+QJ｡G(Q))+ G｡1 (a)) (占.9a)
むG｡1(W)-くB>+お｡Gel(a,)+ WGIO(a,)+Gi2 (a,) (左9b)
a'Gl｡(a')- く C>+-a'｡GI凸(a')十 wGol(CO)+ Gil(a,) (占･9C)
wGo2(a')-く B2> + EDo(702(tD)+2wGl(a)+Go3 (Q,) くる･9d)
Q'(,lil(tL･)-くCB>+なき｡ti'll(a,)+uJGo2(^LC)+wG2｡(a,)+G12 (W) (&･9e)
今 まで述べてきたグ リ ーン函数法uj処方基は ,方程式Oj鎖 (6.9) をどこか
で切断 し ,残ったグ リーン函数CJj最高次のもojを低次のも封で近似 してと じ
た方程式 系にすることであった｡それに従えば次q)ような逐次近 似が考え ら
れ る｡
(1o) (6.9a)で切断 :
Gol ('D)-くB>G(dト ト g.1 こ くB>G(扉
G(a)) ニ -ー















Gll(W)- く CB>G(a)〕→-b Gol (a))+くB>GIO (CO汁 gll(a) くる･15)
Go2 (6))≡くB2>G(W〕+2くB>Gol(QJ)
I 1 -1 0 iI







7i声2<b >+･alqC屋=>+ u血 =>
60-(ilo-く_B>
cu-ct)0- く B> 一
W2
tO-的 - く i才>
等 々-･-I--
EJD
ここで 〝decoupling のしかたとしては ,あ らゆる可能 な分解を考えたO
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のように表わ され る｡すなわち8-函数uj集 りが得 られ るOは じめに注意 した
ように 叩尽 J諒 言 uj極限でガウス分布を得 るをめには ,無限次元 まで近似
を進めなければな らないO換言す ると 'slow modulation"uj場合 で力学的
な コへ レンスが 重要にな り ,グ リーン函数の鎖を途中で切断できない場合には ,
従来の処方薬は無力であるO
(Zj母函数uj導入
方程式 uj鎖 くる.9) をすべて考慮 しなければな らないとすると ,こuj鎖の元
になった運動方程式 白身を解かなければな らない ことは明 らーかである｡グ リー
ン函数のわ く内で これに相当することをやる紅は ,次の母 函数を考えるujが よ
いo二つ U)ぺラメーター f7を庸いて
F-_:I-‥二 二 二 ㌦ :-T-:1:::･::._･∴
TL==OmここO Tb! m亨
を定義す る o G(W)-Goo(W)と約束する ｡ 同様に
- - En▲符mJ
lH で)･二 .･L･ 上一 一-i.-1･. 一二_(:(titWI-･
n=ガ 11,･= O TII m f
(a_15)
(6_76)
も定義 してお くOも し何 らかuj方法で F(f花:aJ)が E ,符C')函数と して陽に
求 まれば ,G(co)-F(oo:-cd)に よって G(a))が求まるわけである｡そこで
F(f写･'a弓 がみたす方程式を見出そうo まず く6･占)を使って Gnm.(6,)がみた
す方程式 を作 ると容易に O-a,o･-xとして
xG花mJ(a)- く CnBTb + a_wGn一一1 叫 (Xj+INNG叶 1 m-1(a)載 n,叶 1(a)
- f空n(a-日 wGn- n,(xト jeTWJ(- )wGn- (a) (左17)
を轟る｡但 し ,〔B,C〕--2jeuj娼係を用いたD この両辺に En/n!･符m'p !
をかけて ,花 ,Tnについて和をとると直ちかこ
∂













〔-- FaT 再 87 上 蓋 ･f 2叫 ど2+ 打 - 鴬 小 言巨 8-f〕
×f(E甲:3･〕-1 くる_21)
Li)形になる｡こUj方 程式lD解 を議論する紬 こ ∴f'(f･Q:tEl)の意 味について
少し注意 を述べてお こう｡ (6.19)にならって ctmuiaritグ リ ーン蘭 数
g,i,TL./(Lr.)を
r:ヾ ∴ ･fr'7,:If(Eq:.x)-二五･21_フ
Ti,=0 統 =O Ti.!771日
写花m,(t2':) ti.22)
で 定義することができるが , ( a.22)(6.19)を(a.20) と組合せたもの
が ,グ リーン函数uj〝dヒ｡OuP呈irlg〝 t,Jl-つUj一般方式を与えている ｡ 実際
(6.20)の両辺を E,甲 Ujべ きに展観 し ‥係数と比較すれば ,先に仮 定した
(6.10)-(6.15)uj形の decoupiirig がそのまま現われてい ることが確
かめ られるO高次の decoupling をこつ こつやるujは大変 面倒な仕 事であ
るが ,･この方法によれば 全く鶴城的E,Cdccouplingを遂行でき ,しかも
cumulantグ リ ー ン函数に対する方程式は (6.21)を E,ギujべ きに展開す
ること紅 よって容易に導けるU)であるO 勿論 (8.20)の形は決 してユ ニーク
にきまったU)でな く ,む しろf(E,甲:a ) に対する方程式が-番簡単な形
~＼
-5〔J5-
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紅なるように選んだもujと見るべ きであるOも しも (6.20)以外の形に選んだ
とすれば ･別uj方程式が得 られ ,それにはくCnBmJ> Cが もっと複雑に姿を現わ
している･'iずであるO微分方程式を厳 密に解 く限 りでは ,どujような数学 的変
換を施 しても檀巣が変 るはずがないが ,近似計算 を途 中でやるとなると話が ち
がって くるOこuj点がわれわれ uj悩みuj種であったO上の議論で暗示 され る解
決策ui)-つは ,f(E符:a-)に対する方程式を (_a.2日 ,Dよう紅最 も簡単な腰
に選び ,そ揖方程式に現われた ぺラメ-タ-.Cj大 小に従って 〝物理的な近似 〝
を加 えて解 くことである｡他U_)一つは (a.21)を変分問題にす りかえることで
あろう｡ 後者L;'ECついては まだ十分研究が選んでいないO
ハ ミル トニアンが (占.日 で 与え られ る場合 ,tti-a=-1 uj空間に凝れ ば ,
(左19)ujJ(E甲)を厳密に求めることができるoよく知 られたように ,詔
梢毒手(/)系は力学壷,Dゆ らぎが厳密UTL_ガウス分布できまる唯一uj例であるか ら ,
climtHafitaVピーrageに 2次以上こ,i)もL')が現われるはずがない｡芙療容易に次l■
･JJ,.,讃係を確めることができる ｡
-C- ,-0 --a- C- -響
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従って
J(E甲)二ニー 符守 ((E2-甲2_)(a+i-)-E再∠ (8.25)
となる,3こJjJ(E,々)を (8.21)に用いるとf(f符_'x)に対する方程式は
2f2~ ∂ ∂
C･x-㌃ -W(f毎+76TE,-afqif2E-2f 2(弓 両 ′(Eヮ‥X )ニ ー
(6.26)
これはf(Eq:txlト′こ対す-る一階rvi)偏磯分方程式であるか ら ,適 当な境界条件
あるいは初期条件が与え られ ると解 くことができるはずであるO
(5〕 〝slow modulatior,〝 揖極限
(占.26)を一般に解 くことは断念 して (誰か試みて 下さい !.?,,振子系が十
分高速にあ り ,かつ ゲsiow modulatiol〝 揖 場合 ､
rb>> て
が - -2f2(a+妄･)- -B2,C
がみたされ る場合 を考 えるO針 Fx-2j?/W･を一改めて,xと書いて (a.26)を次,a
簡単化 した方程式です りかえて しまう :
(1,一芸 --B2-cH f(打 LT)- 1
こLi)一般#は
(占.27)
f(q:x )-Cexp〔妄 -B2>Cギ2-3再+expト音-B2>C紬 再
訂 ex｡(幸彦-cE2-3日 dE (6･28)
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であるか ら ,(8.29)を初期条件紅鮭うわ けにはいかない｡
そこでもう一度近似方程式 (6.27)tD意味を考えて見よう o
f(q:x)-G'x)+ 噂 (X)弓42g2(a)+L････- (6･50)
と屡鴇 して (6.27)に入れ る_とわかるように ,われわれは元Uj方程式U)鎖を大
胆やこ近!'12して .
xG(tr)-1+ g l (a)
∬gl(X) - くB2>cG(xj+g2(iT)
1･g2(a-)-2くB2>cgl(･X)+g3 け ) (i.51)
trgn(.I)- n<B2>cg- 1くX)+ gTl+1(X･)
を用いてい るujであるユ これ一は く占.9)で言えば ,C杜)べ きが鼻われるグ リーン








,jv,;-.嫁 られ る ｡ これは韓 局誤差函数 Erf(X)で表わ されるはずujもlノ)である lそ









〔tT+ 丁 す ㌻ ぺ B2>cH f(n;:x)-1 (a.54)




3 -く B 2>Cウ
(6.55)
になるか ら ,(a_54)uj一般解uj中 1--i,j極限で (a.55)rj)漸近形 を持
つもu)を求めるDそれほ
… ‥-'-iexp'-ALTT;-十 ÷ -B2>C打 ,(′ ヴ exp'一声適 2> cc2･11{'dC
Cヽこ
(6.56)
で与え られるO実際 (6.58)は方程式 (6.54) をみた している し ,ji-C
uj漸近形を孟増ぺ ると
f(7:X)-
･3-く B 2>C 守 〔ト 0(i)〕






とな り ,予想通 り ,こu)虚数部分は<BZ>Cを半値 巾に もっガウス分布紅なるO
ここで考 えたモデルは非 常に簡単なもU)で ,グ 1)- ン函数法に よ らな くても
同様にとけるもU)である｡詳細は省 くがハ ミル トニアンlJ)性質を使 うだけで
OC
G((b'- 弓 dl ei'… oい く eiHot･e~i'Ho+BH,0 (占･58)
0
-509-
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uj嫡孫を証明することがで きるOここで
Ho-Ewbk+ bk
<- L･･>｡ - Trie-P(Ho十･BjL-〕/Trre-P(Ho十B)〕
(8.59)
I)
(a.57)が正 しいことを別法で裏づけすることができる｡ そuL)意味ではグ リ
ーン函数法を持出すU)は今Clo場合大げさすぎたが ,~む しろグ リーン函数法が
最も無力になると思われ る特療な場合にっいて母函数を渡って解いた､ujであ
って .tグ 71-ン函数法ujもっ経絡'Jj一 面を少 し明 らかにできたと思 う｡
以上に述べた母函数U)方法はもっと一般化することができる｡既に二体 相
互作庸をもっ フエル ミ板子系LDダ リ -ン函数uD母函数と ,それがみたす方程
式を導いてあるが ,そuj有効性uj議論 とともに詳細は改めて論じたいO
-51D-
